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Спектральная задача для интегро-дифференциального 
уравнения Фредгольма второго порядка
Представлено академиком НАН Украины А.А. Мартынюком
Рассмотрены вопросы существования и построения решений одной однородной краевой задачи для инте-
гро-дифференциального уравнения Фредгольма второго порядка с вырожденным ядром и со спектральным 
параметром. Изучены особенности, возникаюшие при построении решений и связанные с определением про-
извольных (неизвестных) постоянных. Вычислены значения спектрального параметра, для которых уста-
навливаются разрешимость краевой задачи и строятся соответствующие решения.
Ключевые слова: интегро-дифференциальное уравнение, спектральная задача, вырожденное ядро, раз-
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ОПОВІДІ
НАЦІОНАЛЬНОЇ 
АКАДЕМІЇ  НАУК
УКРАЇНИ
1. Постановка задачи. Математическое моделирование многих процессов, происходящих в 
реальном мире, часто приводит к изучению начальных и граничных задач для обыкновен-
ных дифференциальных и интегро-дифференциальных уравнений. Изучение спектральных 
свойств и построение решений для дифференциальных и интегро-дифференциальных урав-
нений со спектральными параметрами представляют большой теоретический и прак ти-
ческий интерес. Спектральные задачи для дифференциальных уравнений изучались в рабо-
тах многих математиков (см., например, [1—3]). Различные задачи для интегро-диф фе рен-
циальных уравнений рассматривались в [4—6], интегро-дифференциальные уравнения с 
вырожденным ядром — в [7—11]. В случаях, когда граница области протекания физическо-
го процесса недоступна для измерений, в качестве дополнительной информации, достаточ-
ной для однозначной разрешимости задачи, могут служить нелокальные условия в инте-
гральной форме. Спектральные задачи для обыкновенных дифференциальных урав нений с 
нелокальными интегральными условиями рассматривались в [12—14]. В работе [15] рас-
сматривалась нелокальная обратная задача для интегро-дифференциального уравнения со 
спектральным параметром и интегральным условием.
В настоящей работе изучается спектральная задача для обыкновенного интегро-диф фе-
ренциального уравнения Фредгольма второго порядка с вырожденным ядром, спектраль-
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ным параметром и интегральным условием. Вычисляются значения спектрального пара-
метра, при которых устанавливается разрешимость рассматриваемой задачи и строятся со-
ответствующие решения в случае их существования. Здесь не подходят стандартные мето ды, 
разработанные для исследования интегро-дифференциальных уравнений.
Задача. Требуется найти функцию ( )u t , удовлетворяющую на интервале (0; )π  
урав нению
2
0
( ) ( ) ( , ) ( )u t u t K t s u s ds
π
+ λ = ν′′ ∫  (1)
и следующие однородные краевые условия:
0
( ) ( ) ,u u s ds
π
π = ∫     ( ) 0,u π =′  (2)
где λ  — положительный спектральный параметр; ν — действительный параметр; ( , )K t s =
 
1
( ) ( ) 0,
k
i i
i
a t b s
=
= ≠∑  ( ), ( ) [0; ].i ia t b s C∈ π  Здесь предполагается, что функции ( )ia t  и ( )ib s  
являются линейно независимыми.
Поскольку краевые условия (2) однородны, интегро-дифференциальное уравнение (1) 
либо не имеет нетривиальных решений, либо имеет бесконечное множество решений. Наша 
цель определить, при каких спектральных значениях параметра λ  задача не имеет нетриви-
альных решений, при каких спектральных значениях параметра λ  задача имеет бесконеч-
ное множество решений и построить эти решения.
2. Построение решения краевой задачи (1), (2). С учетом вырожденности ядра урав-
нение (1) запишем в виде
2
10
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
k
i i
i
u t u t a t b s u s ds
π
=
+ λ = ν′′ ∑∫  (3)
С помощью обозначения
0
( ) ( )i ib s u s ds
π
τ = ∫  (4)
уравнение (3) перепишется в виде
2
1
( ) ( ) ( )
k
i i
i
u t u t a t
=
+ λ = ν τ′′ ∑
и решается методом вариации произвольных постоянных:
1 2( ) cos sin ( ),u t A t A t t= λ + λ + η  (5)
где 1 2,A A  — пока произвольные постоянные; 
1
( ) ( ),
k
i i
i
t h t
=
νη = τ
λ ∑  
0
( ) sin ( ) ( ) ,
t
i ih t t s a s ds= λ −∫
 
1, .i k=  Для нахождения неизвестных коэффициентов 1A  и 2A  в (5) используем первое из 
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условий (2) и приходим к равенству
1 1 2 2 0( ) ( ) ,A Aσ λ = σ λ + ξ  (6)
где 1( ) sin cos ,σ λ = λπ − λ λπ  2( ) cos sin 1,σ λ = λπ + λ λπ −  0
0
( ) ( ).s ds
π
ξ = η − η π∫
Случай 1. В (6) положим, что
1 2( ) ( ) 0σ λ = σ λ = . (7)
Тогда из (6) получаем тривиальный результат: 0 0,ξ =  т. е. 0ν = . В этом случае соот вет-
ствующее дифференциальное уравнение 2( ) ( ) 0u t u t+ λ =′′  имеет бесконечное множество 
решений:
1 2( , ) cos sin ,u t t tλ = ω λ +ω λ  (8)
где 1 2,ω ω  — произвольные постоянные.
Вычислим значения параметра λ , при которых имеет место (7). Пусть 1( ) sinσ λ = λπ − 
cos 0− λ λπ =  при некоторых λ . Это условие эквивалентно уравнению tg ,λπ = λ  которое 
имеет решения
1
arctg , ,n n n n Nλ = λ + ∈π
 (9)
где N  — множество натуральных чисел. Формула (9) является трансцендентным урав-
не нием относительно nλ . Так как 0nλ >  и arctg nλ  — положительная возрастающая функ-
ция, то отсюда получим условие разрешимости для уравнения (9): n nλ > . Его можно ре-
шить методом последовательных приближений
, ,
1
arctg , 1, 2, 3,n n nμ μλ = λ + μ =π
… ,
или графическим способом
,
1
arctg .
n
n n
λ = λ⎧⎪⎨λ = λ +⎪ π⎩
Пусть теперь при некоторых λ  справедливо равенство 2( ) cos sin 1 0σ λ = λπ + λ λπ − = . 
Это условие эквивалентно уравнению 
2
1
cos( ( )) ,
1
λπ −θ λ =
+ λ
 где 
2
1
( ) arccos .
1
θ λ =
+ λ
 
Отсюда получаем две серии решений:
2 ,n nλ =  2
2 1
arccos 2 , .
1
n
n
n n Nλ = + ∈
π + λ
 (10)
Вторая формула в (10) является трансцендентным уравнением относительно nλ . Его 
тоже можно решать методом последовательных приближений или графическим способом.
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Множество всех значений параметра nλ , определенных в формуле (9), обозначим через 
1Λ . Множество всех значений параметра nλ , определенных в формуле (10), обозначим че-
рез 2Λ . Общее число значений параметра nλ , при которых имеет место условие (7), счет-
ное. Но здесь 1 2Λ ∩Λ = ∅ . Поэтому функция (8) не может являться решением краевой за-
дачи (1), (2). Следовательно, краевая задача (1), (2) в данном случае не имеет решений.
Таким образом, справедлива следующая
Лемма 1. Пусть выполняются условия (7). Тогда на отрезке [0; ]π  краевая задача (1), (2) 
не имеет решений.
Случай 2. В (6) положим, что
1 2( ) 0, ( ) 0.n nσ λ ≠ σ λ =  (11)
Тогда из (6) получаем, что 01
1( )n
A
ξ
=
σ λ
 и 2A  — произвольное число. В этом случае спектр 
параметра nλ  состоит из множества 2Λ , определенного формулой (10), и формула (5) при-
нимает вид
0
2
1
( , ) cos sin ( ).
( )n n nn
u t t A t t
ξλ = λ + λ + η
σ λ
 (12)
С учетом того, что 
1
( ) ( ),
k
i i
n i
t h t
=
νη = τ
λ ∑  0
0
( ) ( )s ds
π
ξ = η − η π∫ , преобразуем формулу (12):
2
1
( , ) sin ( ),
k
n n i i
n i
u t A t t
=
νλ = λ + τ ξ
λ ∑   2nλ ∈Λ , (13)
где 
1 0
cos
( ) ( ) ( ) ( )
( )
n
i i i i
n
t
t h s ds h h t
π⎡ ⎤λξ = − π +⎢ ⎥
σ λ ⎢ ⎥⎣ ⎦∫ . 
Для определения коэффициента 2A  используется второе условие из (2):
2
1
( , ) 0 ( )
k
n n i i
n i
u A
=
ν
π λ = = λ + τ ξ π′ ′
λ ∑ ,       2nλ ∈Λ , (14)
где 2cos ,n n n nλ = λ λ π λ ∈Λ .
Из (14) находим 2A  и подставляем его в (13), получаем
1
sin
( , ) ( ) ( )
k
n
n i i i
n ni
t
u t t
=
⎡ ⎤λνλ = τ ξ − ξ π′⎢ ⎥λ λ⎣ ⎦∑ ,       2nλ ∈Λ . (15)
Подставляя (15) в (4), приходим к однородной системе алгебраических уравнений (ОСАУ)
1
0, 1,
k
i j ij
n j
H i k
=
ν
τ − τ = =
λ ∑ , (16)
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где 
0
sin
( ) ( ) ( )nij i j j
n
s
H b s s ds
π ⎡ ⎤λ
= ξ − ξ π′⎢ ⎥λ⎣ ⎦∫ .
ОСАУ (16) имеет некоторое число <(1 )p p k  линейно независимых ненулевых век-
тор-решений ( ) ( ) ( )1 2{ , , , },
l l l
kτ τ τ…  1,l p= . Функции
( )
1
sin
( , ) ( ) ( )
k
l n
l n i ii
n ni
t
u t t
=
⎡ ⎤λνλ = τ ξ − ξ π′⎢ ⎥λ λ⎣ ⎦∑ , 1,l p= ,
будут нетривиальными решениями соответствующего однородного уравнения
1 0
( , ) ( , ) ( , )
k
n i n
n i
u t t s u s ds
π
=
νλ = Φ λ
λ ∑ ∫ , (17)
где 
sin
( , ) ( ) ( ) ( )ni i i i
n
t
t s t b s
⎡ ⎤λ
Φ = ξ − ξ π′⎢ ⎥λ⎣ ⎦
.
Общее решение однородного интегрального уравнения (17) можно записать в виде
1
( , ) ( , )
p
n l l n
l
u t u t
=
λ = α λ∑ , (18)
где lα  — произвольные постоянные.
Таким образом, справедлива следующая
Лемма 2. Пусть выполняются условия (11). Тогда для всех значений 2nλ ∈Λ  краевая 
задача (1), (2) имеет бесконечное множество решений, имеющих вид (18) на отрезке [0; ]π .
Случай 3. В (6) положим, что
σ λ = σ λ ≠1 2( ) 0, ( ) 0n n . (19)
Тогда задача решается аналогично предыдущему случаю 2. Из (6) получаем, что 1A  — про-
извольное число и 02
2 ( )n
A
ξ
= −
σ λ
. В этом случае спектр параметра nλ  состоит из мно жества 
1Λ , определенного формулой (9), и формула (5) приобретает вид
1
1
( , ) cos ( )
k
n n i i
n i
u t A t t
=
νλ = λ + τ ζ
λ ∑ ,         1nλ ∈Λ , (20)
где 
2 0
sin
( ) ( ) ( ) ( )
( )
n
i i i i
n
t
t h t h s ds h
π⎡ ⎤λζ = − − π⎢ ⎥
σ λ ⎢ ⎥⎣ ⎦∫ .
Для определения неизвестного коэффициента 1A  используем второе условие из (2):
1
1
( , ) 0 ( )
k
n n i i
n i
u A
=
ν
π λ = = − λ + τ ζ π′ ′
λ ∑ ,         1nλ ∈Λ , (21)
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где sinn n nλ = λ λ π . Из (21) находим 1A  и подставляем его в (20):
1
cos
( , ) ( ) ( )
k
n
n i i i
n ni
t
u t t
=
⎡ ⎤λνλ = τ ζ + ζ π′⎢ ⎥λ λ⎣ ⎦∑  ,     1nλ ∈Λ , (22)
Подставляя (22) в (4), приходим снова к ОСАУ
1
0, 1,
k
i j ij
n j
i k
=
ν
τ − τ Ρ = =
λ ∑ , (23)
где 
0
cos
( ) ( ) ( )nij i i i
n
s
b s s ds
π ⎡ ⎤λ
Ρ = ζ + ζ π′⎢ ⎥λ⎣ ⎦∫  . 
ОСАУ (23) имеет некоторое число <(1 )q q k линейно независимых ненулевых век тор- 
решений ( ) ( ) ( )1 2{ , , , },
l l l
kτ τ τ…  1,l q= . Функции
( )
1
cos
( , ) ( ) ( )
k
l n
l n i ii
n ni
t
u t t
=
⎡ ⎤λνλ = τ ζ + ζ π′⎢ ⎥λ λ⎣ ⎦∑  , 1,l q= ,
будут нетривиальными решениями соответствующего однородного уравнения
1 0
( , ) ( , ) ( , )
k
n i n
n i
u t t s u s ds
π
=
νλ = Ψ λ
λ ∑ ∫ , (24)
где 
cos
( , ) ( ) ( ) ( )ni i i i
n
t
t s t b s
⎡ ⎤λ
Ψ = ζ + ζ π′⎢ ⎥λ⎣ ⎦
.
Общее решение однородного интегрального уравнения (24) можно записать в виде
1
( , ) ( , )
q
n l l n
l
u t u t
=
λ = β λ∑ , (25)
где lβ  — произвольные постоянные.
Таким образом, справедлива следующая
Лемма 3. Пусть выполняются условия (19). Тогда на отрезке [0; ]π  при всех значе ниях 
параметра 1nλ ∈Λ  краевая задача (1), (2) имеет решение в виде (25).
Случай 4. Положим, что
σ λ ≠ σ λ ≠1 2( ) 0, ( ) 0n n . (26)
Тогда из (6) получаем, что
2
2
1
( )
( , ) cos sin ( ),
( )
n
n n n
n
u t A t t t
⎛ ⎞σ λ
λ = λ + λ + ς⎜ ⎟
σ λ⎝ ⎠  (27)
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где 0
1
( ) cos ( )
( ) nn
t t t
ξς = λ + η
σ λ . Теперь при λ ∈ ∞ Λ ∪Λ1 2(0; ) \ ( )n  воспользуемся вторым 
условием формулы (2) и из (27) приходим к равенству
2
2
1
( )
0 ( , ) sin cos ( )
( )
n
n n n n
n
u A
⎛ ⎞σ λ
= π λ = λ − λ π + λ π + ς π =′ ′⎜ ⎟σ λ⎝ ⎠
3
2
1
( )
( )
( )
n
n
n
A
σ λλ + ς π′
σ λ
, (28)
где 3( ) sinn n nσ λ = λ π − λ . Здесь для определения неизвестного коэффициента 2A  тре буем 
выполнения следующего условия
3 ( ) sin 0n n nσ λ = λ π − λ ≠ . (29)
Тогда из (28) находим 2A :
1
2
3
( ) ( )
( )
n
n n
A
σ λ ς π′
= −
σ λ λ
. (30)
С учетом того, что 0
1
( ) cos ( )
( ) nn
t t t
ξς = λ + η
σ λ
, 0
0
( ) ( )s ds
π
ξ = η − η π∫ , 
1
( ) ( )
k
i i
n i
t h t
=
νη = τ
λ ∑ , 
подставляем (30) в (27) и получаем
1
( , ) ( )
k
n i i
n i
u t D t
=
νλ = τ
λ ∑ , (31)
где
1 0
1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) cos ( )sin
( )i i i i i n nn
D t h t t h h s ds h t t
π⎡ ⎤
= + δ π + − π λ + δ λ π′ ⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎣ ⎦σ λ ⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ,
2 1
3 3
( ) ( )
( ) cos sin
( ) ( )
n n
n n
n n
t t t
σ λ σ λδ = λ + λ
σ λ σ λ
,
0
( ) sin ( ) ( ) , 1,
t
i n ih t t s a s ds i k= λ − =∫ .
Определим, при каких значениях параметра nλ  имеет место (31). Предположим, что 
нарушается условие (29), т. е. 3 ( ) sin 0n n nσ λ = λ π − λ =  при некоторых nλ . Это условие 
эквивалентно тригонометрическому уравнению sin n nλ π = λ , которое имеет решения
arcsin arcsin
, 1n nn n
λ λλ = λ = −
π π
 (32)
в предположении, что λ 1n  . Формулы в (32) также являются трансцендентным уравне-
нием относительно nλ . Если 1nλ > , то условие (29) всегда выполняется. Множество всех 
значений параметра nλ , определенных в формуле (32), обозначим через 3Λ . Итак, форму-
ла (31) имеет место для всех λ ∈ ∞ Λ ∪Λ ∪Λ1 2 3(0; ) \ ( ).n
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Подставляя (31) в (4), приходим к ОСАУ
1
0, 1,
k
i j ij
n j
i k
=
ν
τ − τ Θ = =
λ ∑ , (33)
где 
0
( ) ( )ij i jb s D s ds
π
Θ = ∫ .
ОСАУ (33) имеет некоторое число <(1 )r r k  линейно независимых ненулевых век-
тор-решений ( ) ( ) ( )1 2{ , , , },
l l l
kτ τ τ…  1,l r= . Функции
( )
1
( , ) ( )
k
l
l n ii
n i
u t D t
=
νλ = τ
λ ∑ , 1,l r= ,
будут нетривиальными решениями соответствующего однородного уравнения
1 0
( , ) ( , ) ( , )
k
n i n
n i
u t W t s u s ds
π
=
νλ = λ
λ ∑ ∫ , (34)
где ( , ) ( ) ( )i i iW t s D t b s= .
Общее решение однородного интегрального уравнения (34) можно записать в виде
1
( , ) ( , )
r
n l l n
l
u t u t
=
λ = γ λ∑ , (35)
где lγ  — произвольные постоянные.
Таким образом, справедлива следующая
Лемма 4. Пусть выполняются условия (26) и (29). Тогда для всех значений (0; ) \nλ ∈ ∞  
1 2 3( )Λ ∩Λ ∪Λ  краевая задача (1), (2) имеет бесконечное множество решений, имеющих 
вид (35) на отрезке [0; ]π .
Случай 5. Положим, что
1 2 3( ) 0, ( ) 0, ( ) 0σ λ ≠ σ λ ≠ σ λ = . (36)
Из равенства (28) следует, что должно удовлетворяться условие  ( ) 0ς π =′ . Это условие 
равносильно условию
sin 0nλ π = , т. е.  ,n n n Nλ = ∈ . (37)
Четные значения параметра из (37) 2 ,n n n Nλ = ∈ , являются элементами множества 
2Λ . Поэтому нас интересуют нечетные значения параметра 2 1,n n n Nλ = − ∈ . Множество 
нечетных натуральных чисел обозначим 4Λ . В соответствии с последним условием из (36), 
если 3 4Λ ∩Λ  — не пустое множество, то решения спектральной задачи (1), (2) существуют. 
Но, к сожалению, 3 4Λ ∩Λ  — пустое множество. Поэтому спектральная задача (1), (2) в 
данном случае не имеет нетривиальных решений на отрезке [0; ]π .
Таким образом, справедлива следующая
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Лемма 5. Пусть выполняются условия (36). Тогда на отрезке [0; ]π  ни для каких зна-
чений параметра nλ  краевая задача (1), (2) не имеет нетривиального решения.
3. Заключение. Из справедливости доказанных выше лемм следует, что справедлива
Теорема. Пусть выполняются условия (7) или (36). Тогда спектральная задача (1), (2) 
не имеет нетривиальных решений на отрезке [0; ]π . Если выполняются условия (11) или 
(19) либо (26) и (29), то спектральная задача (1), (2) имеет бесконечное множество ре-
шений на отрезке [0; ]π . При этом 3(0; ) \nλ ∈ ∞ Λ . Решения спектральной задачи (1), (2) 
имеют вид (18) при 2nλ ∈Λ ; решения имеют вид (25) при 1nλ ∈Λ ; решения имеют вид (35) 
при λ ∈ ∞ Λ ∪Λ ∪Λ1 2 3(0; ) \ ( )n . Кроме того, ( , ) 0nu t λ → , если 1ν <  и nλ → ∞ .
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СПЕКТРАЛЬНА ЗАДАЧА ДЛЯ ІНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦІАЛЬНОГО 
РІВНЯННЯ ФРЕДГОЛЬМА ДРУГОГО ПОРЯДКУ
Розглянуто питання існування та побудови розв’язків однієї однорідної крайової задачі для інтегро-ди фе-
ренціального рівняння Фредгольма другого порядку з виродженим ядром і зі спектральним параметром. 
Вивчено особливості, що виникають під час побудови розв’язків і пов’язані з визначенням довільних (не-
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відомих) сталих. Обчислено значення спектральних параметрів, для яких встановлюються розв’язність 
крайової задачі та будуються відповідні розв’язки. 
Ключові слова: інтегро-диференціальне рівняння, спектральна задача, вироджене ядро, розв’язність, 
спект ральний параметр.
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SPECTRAL PROBLEM FOR A FREDHOLM SECOND-ORDER 
INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATION
The questions of existence and construction of solutions of a homogeneous boundary value-problem for a se-
cond-order Fredholm integro-differential equation with degenerate kernel and with spectral parameter are 
considered. The singularities that arise in the construction of solutions and are associated with the definition 
of arbitrary (unknown) constants are studided. The values of spectral parameters, for which the solvability of 
the boundary-value problem is proved and the corresponding solutions are constructed, are calculated.
Keywords: integro-differential equation, spectral problem, degenerate kernel, solvability, spectral parameter.
